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Zur Theorie der Sittigung bei der magnetischen Kernresonanz
Von G. Vosra

Aus dem Theoretisch-Physikalischen Institut der Universitit Leipzig
(Z. Naturforschg. 12 a, 282—294 [1957] ; eingegangen am 22. Dezember 1956)

Zur theoretischen Untersuchung der Sittigungserscheinungen bei der magnetischen Kernresonanz
wird eine allgemeine Bewegungsgleichung fiir die quantenstatistische Dichtematrix eines Kernspin-
Systems hergeleitet und fiir den stationdren Zustand gelost. Dabei wird die Spin— Gitter-Wechsel-
wirkung durch ein besonderes Relaxationsglied summarisch erfaBt. Kompliziertere Fille, wie solche
mit Quadrupol-Relaxation und Linienstrukturen durch Spin— Spin-Wechselwirkung, bleiben vorerst
unberiicksichtigt. Durch Berechnung des Erwartungswertes der HF-Magnetisierung ergeben sich
Real- und Imaginirteil der HF-Suszeptibilitit des Kernspin-Systems und damit Dispersion und
Absorption. Der Fall gleicher Relaxationszeiten T, T, wird fiir zirkular wie fiir linear polarisiertes
HF-Magnetfeld direkt behandelt, der Fall T, # T, fiir das zirkular polarisierte HF-Magnetfeld
mittels unitdrer Transformation auf ein rotierendes Koordinatensystem, dessen z-Achse dauernd in
Richtung des Gesamt-Magnetfeldes zeigt. Die Losungen sind unter den gemachten Voraussetzungen
fiir beliebige Feldstirken des konstanten und des HF-Magnetfeldes giiltig, und zwar auch fiir
elektronenparamagnetische Resonanzen. — Aus der Bewegungsgleichung fiir die Dichtematrix lassen
sich modifizierte Brocusche Gleichungen ableiten. bei denen die Relaxation in bezug auf das in

jedem Zeitpunkt gerade vorhandene Gesamt-Magnetfeld vor sich geht.

1. Einleitung

Bei der Untersuchung der kernmagnetischen Re-
sonanzerscheinungen ist es — wie allgemein in der
Hochfrequenz-Spektroskopie — wichtig, das Verhal-
ten der Kernsignale unter Sittigungsbedingungen
zu kennen, d.h. bei grofer Amplitude des einge-
strahlten HF-Magnetfeldes. Die urspriinglichen klas-
sischen Bewegungsgleichungen fiir den Magnetisie-
rungsvektor eines Spin-Systems, die sog. Brocuschen
Gleichungen !, geben in einfachen Féllen (vor allem
bei Abwesenheit von Linienfeinstrukturen) die ex-
perimentellen Ergebnisse oft in guter Niherung
wieder, und zwar auch fiir stirkere HF-Magnetfel-
der. Trotzdem ist natiirlich eine quantenmechanische
Theorie der Kernresonanz erwinscht. Von Wancs-
~ess und Brocu 2 wurde unter recht einschrankenden
Voraussetzungen eine quantenmechanische Rechtfer-
tigung der Brocuschen Gleichungen gegeben. Aller-
dings sind diese Gleichungen auch fiir die einfach-
sten Systeme (einatomige Gase) nicht streng richtig:
u. a. liefern sie nicht die DeBvesche Formel fir die
Absorption im Grenzfalle verschwindenden konstan-
ten Magnetfeldes.

Die bisherigen theoretischen Ansitze zur Erkla-
rung der Sattigungserscheinungen (welche auch den
1 F. Brocu, Phys. Rev. 70, 460 [1946].

2 R. K. Wancsness u. F. Brocu, Phys. Rev. 89, 728 [1953].
3 R. Karrrus u. J. Scuwincer, Phys. Rev. 73, 1020 [1948].
4 R. K. Wancsness, Phys. Rev. 98, 927 [1955].
5 M. A. Garstens, Phys. Rev. 93, 1228 [1954].
6

M. A. Garstens u. J. I. Karrax, Phys. Rev. 99, 459 [1955].
A. G. Reorierp, Phys. Rev. 98, 1787 [1955].

eben angedeuteten Punkt mit zu beriicksichtigen hét-
ten) weisen u. a. eine oder mehrere der folgenden
Beschriankungen auf:

a) Die Rechnung wird nur fir Gase durchgefiihrt
(hierbei ist die transversale Relaxationszeit T', gleich
der longitudinalen Relaxationszeit T;) 34, teilweise
ohne Benutzung der Quantentheorie * 6.

b) Es wird nur der Fall zirkular polarisierten
HF-Magnetfeldes durchgerechnet, nicht der allgemei-
nere mit linear polarisiertem HF-Magnetfeld.

c) Die Giiltigkeit der Rechnungen beschrankt sich
auf sehr starke HF-Magnetfelder (und Festkorper) 7.

d) Nur das Absorptionssignal v = — " H; wird
direkt berechnet, hingegen nicht das Dispersions-
signal u=y H, (=7 —iy": komplexe HF-Suszep-
tibilitdt des Kernspin-Systems, H,: halbe Amplitude
des eingestrahlten linear polarisierten HF-Magnet-
feldes) & 910,

Das Absorptionssignal und damit 7 kann [vgl.
d) ] durch Berechnung der vom Kernspin-System ab-
sorbierten HF-Leistung auch fiir starke Hj-Felder
in einer vom quantentheoretischen Standpunkt be-
friedigenden Weise erhalten werden. Es wire deshalb
am einfachsten, 7 aus 7 mit Hilfe der allgemeinen
Kroxic-Kramersschen Integralrelationen '1:12: 13 zy

8 N. Broemsercen, E. M. PurceLt u. R. V. Pouxp, Phys. Rev.
73, 679 [1948].
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ermitteln ® 2, von denen die eine fiir Kernresonanz
lautet:

o0

7 (w) = l\/‘z’i(idx.
T

rT—w

(1.1)

—o00

Indessen versagen die Kronic-Kramers-Relationen.
sobald y eine Funktion von H,; wird, d. h., sobald
die Beziehung zwischen HF-Magnetfeld und Kern-
magnetisierung nicht mehr linear ist; das ist aber
fiir nicht mehr verschwindend kleine H,-Feldstiarken
der Fall 1,

Naheliegend ist nun, eine Verallgemeinerung der
Kronic-Kramers-Relationen fiir den nichtlinearen
Fall zu versuchen. Das liefe auf eine nichtlineare
Theorie der Relaxation hinaus, eine solche ist aber
in allgemeiner Weise wahrscheinlich nicht durch-
fihrbar. (Eine Anwendung der linearen Relaxa-
tionstheorie auf den Kernresonanzfall wurde schon
von Kuso und Tomira'* vorgenommen.) — Wir
haben nach einem Vorschlag von Loscue versucht,
unter einschrankenden Voraussetzungen, teils auch
unter Verwendung anderer Kerne als des obigen
Caucnyschen Kernes, nutzbare Integralbeziehungen
zwischen ¥ und y” aufzustellen, aber vergebens.
Da es offenbar kaum moglich ist, in befriedigender
Weise (vgl. aber 1°) allgemein 7 aus 7 abzuleiten
— wir stimmen darin mit Bracaman und Mac-
poNaLp !? iberein —, mul} ein direkter Weg zur
quantenmechanischen Berechnung von " eingeschla-
gen werden.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist eine so weit
wie moglich allgemeine und einfache quantenmecha-
nische Behandlung der Sattigungserscheinung und
dartiber hinaus der Dynamik eines Kernspin-
Systems fiir beliebige Feldstirken des konstanten
und des hochfrequenten Magnetfeldes im stationéren
(,,eingeschwungenen®) Zustand. Die Spin — Gitter-
Wechselwirkung wird durch ein besonderes Relaxa-
tionsglied in der Bewegungsgleichung fiir die Dichte-
matrix des Systems (s.u.) summarisch dargestellt.
Verwickeltere Fille, wie solche mit Linienstrukturen
infolge Spin — Spin-Wechselwirkung oder Relaxation
durch Quadrupol-Kopplung (soweit sie eine wesent-
liche Rolle spielt und nicht durch das Relaxations-
glied mit erfafit wird) und ebenso Erscheinungen
wie der Overmauser-Effekt bleiben vorerst aufler

14 R. Kuso u. K. Tomita, J. Phys. Soc., Japan 9, 888 [1954].
5 Briefwechsel mit dem Verfasser.

16 K.Havsacu, Helv. Phys. Acta 27,259 [1954] ;29,37 [1956].
17 G. Vosta, Diplomarbeit, Leipzig 1955 (unveroffentlicht).
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Betracht; eine weiterfithrende Untersuchung ist im
Gange. Auflerdem werden Komplikationen, wie sie
z.B. durch Verwendung eines Autodyn-Detektors ent-
stehen, nicht erortert; dasselbe gilt von den Modula-
tionseffekten, welche bereits in einer Reihe von Ar-
beiten erschopfend behandelt worden sind 7-10-16-17,

2. Aufstellung einer allgemeinen Bewegungs-
gleichung fiir die Dichtematrix eines

Kernspinsystems

Das geeignete Werkzeug zur Behandlung eines
gegebenen thermodynamischen Systems (quanten-
statistisch: einer gemischten Gesamtheit), wie es in
der zu untersuchenden Probe von Kernen vorliegt,
ist der Dichtematrix-Formalismus (s. z. B. 18 19),

In einem zeitlich konstanten, homogenen Magnet-
feld H, (in z-Richtung) befinde sich ein einzelner

Kern mit der Spinquantenzahl / und dem Hawmrrrox-

Operator HO =H (H,) = — ,;-.850: — 7R Hp mit
der Wahrscheinlichkeit a,, () a,, () zur Zeit ¢ im

Zustande mit der magnetischen Quantenzahl m, also
mit der Energie

E(Hy)y=—yhHym.
Dabei ist
u=yh3: Operator des magnetischen Dipol-
moments des Kernes,
3={I,.1,.1.}: vektorieller Spinoperator (..Spinvek-

tor®),
y: gyromagnetisches Verhiltnis des Ker-
nes; es sei stets y >0 angenommen.

Die Dichtematrix ¢(¢) dieses Kernspins ist dann in
der ,Energiedarstellung® (in der 7, und H" diago-
nal sind) gegeben durch

()mm'(t) = am(’) a:, ([) (2.1)
mit Spol(t) = Z Omm(t) =1. (2.2)

m

Es gilt die Bewcgungsgleichung (im ScHRODINGER-

Bild)

1)

f? 0 _ [H, 0]2}{’_"0}!’

- (2.3)

 C

hierbei ist H allgemein der Hamirton-Operator des
vorgelegten quantenmechanischen Systems, in unse-

18 J.v. Neumany, Nachr. d. Gesellschaft d. Wiss., Gottingen
1927, S. 273.

19 R. C. ToLman, Principles of Statistical Mechanics, Oxford
University Press, London 1950, Kap. IX.
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rem Falle also H=H". Diese Bewegungsgleichung
ist mit H=H© gleichbedeutend mit der unitiren
Transformation

o(t) =U* 0(0) U

mit U=exp[ (i/h) HO ¢] (,,Zeitverschiebungsope-
rator) und U" =U~1; U™ ist der zu U adjungierte
Operator. Wegen der Larmor-Prézession des Kern-
spins entspricht diese Beziehung auch einem Uber-
gang zu einem mit dem Kernspin mitrotierenden

(2.4)

Koordinatensystem, in dem die Dichtematrix Z) ge-
geben ist durch

o(t) =U o(1) U*. (2.5)

Denn ist allgemein £ ein quantenmechanischer Ope-
rator im Ausgangskoordinatensystem, dann ist die-
ser Operator in einem um die z-Achse um den Win-
kel ¢ in positiver Richtung gedrehten Koordinaten-
system zu schreiben

Q=exp[(i/h) ¢ L) 2 exp[ — (i/R) ¢ L.], (2.6)

wobei L, der Operator der z-Komponente des Dreh-
impulses des vorliegenden Systems ist 20 21,

Ist A der Erwartungswert irgend einer zu einem
(nicht explizit zeitabhédngigen) Spinoperator A ge-
horigen Spinfunktion A4, so wird

A(t) =Splo(t)-A] =Sp[A-0(1)];

hierbei ist /A in der gewihlten Darstellung zu neh-
men, in der /, diagonal ist. Wir haben im folgenden
insbesondere die 2-Komponente und die y-Kompo-
nente der Kernmagnetisierung zu berechnen; z.B. ist

M, (t) =N-Splu,-0)]=Nyk-Sp[l,-0()]
(2.8)

(2.7)

(N: Zahl der Kerne pro cm? der Kernprobe). Denn
wegen

M,=ucoswt—vsinwt,

(2.9a)
(2.9b)

M,= —usinwt—vcoswt

(w: Kreisfrequenz des eingestrahlten HF-Magnet-
feldes) ergeben sich z. B. aus M, dann % und ¥ und
damit 7" und y”.

Befindet sich im Hy-Feld ein System von freien,
d. h. nicht miteinander in Wechselwirkung stehen-
den, gleichen Kernspins in einem Zustand, der for-

20 E. C. Kemsre. Fundamental Principles of Quantum Me-
chanics, McGraw-Hill Book Comp., New York u. London
1937, S. 247 u. 307.

2t I.1. Ras1, N. F. Ramsey u. J. Scuwincer. Rev. Mod. Phys.
26, 167 [1954].
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mal einem thermodynamischen Gleichgewichtszu-
stand bei einer Temperatur T's (,,Spintemperatur®)
entspricht, dann gilt fir die — statistische! —
Gleichgewichts-Dichtematrix o, eines der

[vgl. (2.1) und (2.2)]:
co=exp[ —HO/kT]/Spexp[ —HO/kTs], (2.10)

wobei also jetzt die Nichtdiagonalelemente entspre-
chend dem diesbeziiglichen Grundpostulat der Quan-
tenstatistik 19 gleich Null gesetzt sind (vgl. unten).
Im allgemeinen (aufler fiir sehr tiefe Temperaturen
T< oder/und sehr hohe Feldstirken) ist fiir Kern-
spins E(H,) < kTgs ; man kann deshalb in sehr gu-

ter Ndherung setzen
exp[ —-HO/ET] =1-HO/k Ty
(1 ist die Einheitsmatrix).

Kerne

(2.11)

Wir betrachten jetzt eine vorliegende Kernprobe,
d. h. ein System von gleichen Kernspins im zugeho-
rigen Gitter in einem H,-Magnetfeld. Mit dem Be-
griff ,,Gitter® sei (auch fiir Gase und Flissigkeiten)
die molekulare Umgebung der Kerne mit samtlichen
(insbesondere den thermischen) Freiheitsgraden be-
zeichnet, welche nicht durch H© erfaBt werden: die
magnetischen Momente benachbarter Kerne werden
nur soweit in Rechnung gesetzt, als sie einen Teil
des Warmereservoirs bilden. Dann geniigt es, einen
der Kerne herauszugreifen und ihn und seine Um-
gebung (Gitter) zu betrachten. In einer Darstellung,
in der neben dem Hamirton-Operator H® des Kern-
spins (Zustinde durchnumeriert mit m) auch der
Hamricron-Operator H; des Gitters (Zustande durch-
numeriert mit einer Quantenzahl g *) diagonal ist,
wird die Dichtematrix og,. ) (f) unseres Systems
(Kern und Umgebung) analog (2.1) definiert durch

Omg. m'e’ (£) = @y (1) fl:L,”, (1) .

Wir zeigen, daB bei unserer vereinfachten Behand-
lung das Gitter nicht mit in die Rechnung eingeht.
Vorerst sei der HamiLron-Operator der Spin — Gitter-
Wechselwirkung Hyy klein angenommen:

HW < H(O), j‘l(; s
Mit og: 044 (1) =a,(2) a;(t) als Dichtematrix des
Gitters gilt dann

* . . ’
Omg, m'g’ = Am @y * %g & pr = Omm’ Qgg’

* Das Gitter — bzw. das Gesamtsystem (Spins+-Gitter) —
hat als abgeschlossenes System ein diskretes Energiespek-
trum. Die sicher vorliegende Entartung ist leicht zu be-
riicksichtigen, spielt aber fiir unsere grundsitzlichen Uber-
legungen keine Rolle.
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d.h. ogp+q ist als Kronecker-Produkt (direktes
Produkt) von ¢ und gg zu schreiben:

QSp+G) =0 X QG-
Mit ¢’ =px 1 und ;" =1 x g gilt auch
e = (x 1) (1xgq) = 06’ = 06" -
Im thermodynamischen Gleichgewicht (des Gesamt-
systems) ist nach (2.10)
exp[— (HY + Hg) /& T]
Sp exp[— (H®" + Hg,) [k 7]

Qo(8p+G) =

mit HO = HO «1, Hy =1xH;. Nun werde zu-
sitzlich ein (zirkular oder linear polarisiertes) HF-
Magnetfeld £, () eingestrahlt. Der gesamte Hamir-
toN-Operator des Systems (Kernspin + Gitter) ist
mit HY = —y R J-H;(2) jetzt zu schreiben

7—[ — 7—{(0) -+ H(l) -+ j‘l“' + HG .
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Wir nehmen an, daBl das HF-Magnetfeld auf das
Gitter nicht merklich einwirkt, ferner, dal} das Git-
ter durch Zustandsidnderungen der Spins an keiner
Stelle wesentlich beeinflut wird. Das Gitter wird
also als ,,Warmebad“ mit gentigend groer Warme-
kapazitat (und geniigend grofler Warmeleitfahig-
keit) aufgefallt. Wegen E(H,) +E(H,)<kT ist
das in sehr guter Naherung richtig. — Die allge-
meine Bewegungsgleichung lautet jetzt
= ? aa, OSp+G) = [Ha Qt.Sll+G)] s

wobei fiir H zu schreiben ist

H =HO"  HO + Hy' +H
mit Hy' =Hwx 1, da das Gitter durch die Spin —
Gitter-Wechselwirkung nicht merklich beeinflufit
werden soll. Damit ist Hy' ebenso wie H®’ und

HW” mit Hg” und og" vertauschbar, entsprechend
Hg” mit ¢, denn es ist z. B.

[Hw', 06’1 = (Hw 1)« (1-05) — (1-Hy) x(96-1) =0.

Da das Gitter als Warmebad dauernd im thermischen Gleichgewicht beharren soll, fillt der Anteil o von
O%p+ ) heraus, was auch anschaulich klar ist, und wir haben nur die Dichtematrix ¢ des Kernspins zu be-

trachten:

_ k3
i Ot

<

(0x06) = [(HO+HY + Hy)x 1, ox0c]+ [1xHa, 0xo0c]

=[(HO+HD + Hy, 0] x 06 +0x [Ha,06] ;

daraus folgt

Auch wenn jetzt nicht mehr Hy < H"), H;; gilt,
bleibt wegen Hy' =Hyw x1 der Gedankengang der
gleiche. Die Gleichgewichts-Dichtematrix des Spin-

systems wird zuerst
0o=const *exp[ — (H® + Hy) /kT] .

Liegt ein Gas vor, kann Hy einfach weggelassen
werden (nur etwa wihrend der Dauer eines Stof3es
ist Hy #0; die Wechselwirkungsenergie zweier Di-
pole ist indirekt proportional zur 3. Potenz ihres
Abstands). Im Falle einer Fliissigkeit ist der ein-
fachste Ansatz fiir Hy:

Hy = -yR 3y @loc,

wobei 9. das durch die thermische Bewegung des
Gitters (z. B. der Flissigkeitsmolekiile) hervorgeru-
fene statistisch schwankende ,lokale“ Magnetfeld
am Ort des betrachteten Kernes ist. Das entspricht

h aaf =[HO + HO + Hy, o] .

(2.12)

dem ersten Glied der iblichen ,,Multipol-Entwick-
lung® der Wechselwirkungsenergie eines Kernes mit
einem elektromagnetischen Feld, deren hohere Glie-
der vereinbarungsgemifl wegzulassen sind. Nun gilt
aber fiir das Zeitmittel von Hyy:

}th= 0.

Hier hat man iiber Zeiten.t > T* zu mitteln, wobei
T* die Korrelationszeit der Fliissigkeit ist. Ist T*
geniigend klein (d. h. die Viskositdt der Flissigkeit
geniigend gering), so kann ¢ so klein gewahlt wer-
den, dafl w < 1/t. Betrachten wir nur jeweils iiber
derartige Zeiten ¢ gemittelte Dichtematrizen, so
kann Hyw in g, wieder weggelassen werden. Fiir
Festkorper laft sich eine entsprechende Aussage
hochstens in gewissen Fillen in grober Néherung
machen (vgl. unten).
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Als Ausgangspunkt fiir die weitere Rechnung ist
nun die Gleichung (2.12) (mit einem bestimmten
Operator Hyy) nicht brauchbar, da mit ihrer Hilfe
ja kein zeitlich irreversibler Relaxationsvorgang be-
schrieben werden kann (man setze etwa H(1 =0).
Bekannt ist aber, dal makroskopisch gesehen ein
solcher Prozef} tatsichlich vor sich geht. Beziiglich
des quantenstatistischen Formalismus zur Beschrei-
bung des Spin — Gitter-Relaxationsmechanismus bzw.
allgemein zur Beschreibung irreversibler Vorgéinge
verweisen wir auf eine folgende Arbeit. Hier gehen
wir phianomenologisch vor und nehmen an, daf} die
Spin — Gitter-Wechselwirkung bei Abwesenheit des
H,-Feldes bei sprunghafter Anderung der Feldstirke
des H,Feldes vom Wert H,") auf einen anderen
Wert H,!) eine zeitlich exponentiell verlaufende
Annaherung der z-Komponente M, der Magnetisie-
rung an den neuen Gleichgewichtswert M, bewirkt
gemil der Gleichung

M, (1) = M)+ (M© — M,0) &7 (2.13)

Das ist in sehr vielen Fallen bestimmt richtig. Es
muf} dann gelten

0(t) =00™ + (0, — 04" =171 ;
dies ergibt sich aber gerade als Losung von

So(t) _ o) —o,M
ax T;

mit 0(0) = 0,". Die letzten und alle folgenden Glei-
chungen gelten streng genommen fiir statistische
Dichtematrizen ¢, bei denen iber alle Kerne der
Probe gemittelt ist; der Elementarvorgang bei der
Relaxation wird natiirlich nicht erfafit (vgl. unten).
Wir wollen aber trotzdem im allgemeinen weiter
einfach ¢ statt ¢ schreiben. Vorerst sei Ty=Ty,=1
gesetzt, auf den Fall 7y + T, und die transversale
Relaxation gehen wir am Ende des Kapitels ein.
Die Gleichheit beider Relaxationszeiten ist bekannt-
lich bei vielen Stoffen vorhanden, namlich im all-
gemeinen bei Gasen und Flissigkeiten geringer
Viskositat.

Bei Anwesenheit eines (zirkular oder linear po-
larisierten) H,-Feldes sei — im Gegensatz zu dem
urspriinglichen Brocuschen Ansatz — angenommen,
daB die Relaxation in bezug auf das in jedem Zeit-
punkt gerade vorhandene Gesamt-Magnetfeld vor
sich geht; d. h. es gilt statt (2.14)

So(t) _ _ o) —e®
ot T

: exp{ —[HO4+HD )] /k T

. %l =g eii{—[—[Hfﬂﬁ+ﬂ<h(t])/]/k ;}

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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und

HO@) = -y I 9,00,
wobei fir £, () entweder

H,=H coswt,
H,= —H sinwt

oder H,=2H coswit

zu setzen ist. Allerdings ist diese ,,Gleichgewichts-
Dichtematrix“ 9,(¢) keine strenge Losung der Liou-
viLLE-Gleichung (2.3), s. u. Damit entsteht endgiil-
tig (fir 7y =T,) folgende Bewegungsgleichung:

e _ _ I ryo Ha ORI 0)
e =5 . gl ]~ S,
(2.17)

Wir haben nun die Form der Gleichgewichts-
Dichtematrix 04 (¢) und des Relaxationsterms (2.15)
niher zu begriinden. gy(¢) in (2.16) ist nicht mehr
diagonal, das steht im Widerspruch zu dem unter
(2.10) erwihiiten Grundpostulat der Quantenstati-
stik iber die Gleichverteilung der Phasen der Wahr-
scheinlichkeitsamplituden in einer kanonischen Ge-
samtheit. Bei konsequentem Vorgehen hat man je-
doch in einer Darstellung zu rechnen, in welcher
der gesamte Hamirron-Operator H =H® + HO dia-
gonal ist (wir konnen im Augenblick von der Spin —
Gitter-Wechselwirkung absehen und ein System von
freien, nicht miteinander in Wechselwirkung stehen-
den Spins betrachten), also z. B. bei einem zirkular
polarisierten H;-Feld in einem mit diesem rotieren-
den Koordinatensystem. Dann ist auch die Matrix
op=exp[ —H/kT]/Spexp[ —H/kT] wieder diago-
nal und das Postulat erfiillt. Die Frage ist nur, ob
in einer solchen Darstellung dieses Postulat iiber-
haupt sinnvoll ist.

Um die Sachlage niher zu untersuchen (und den
Fall T, +#T, behandeln zu konnen, vgl. unten), dia-
gonalisieren wir 9y(¢) zu gy mittels des Ansatzes

o=Ug(1) U*. (2.18)

Der Einfachheit halber rechnen wir mit dem Spin
I=1%.1,,1,,1, werden dann durch die PavLischen
Spinmatrizen gegeben, und mit H,=H, coswt,
und

H,= —H;sinot sowie 0y=yhHy2kT
8, =yh H/2kT wird entsprechend (2.11)
1 6 (S iwt
20 (1) = 1( T € TV 2wy
2 ‘618—1(:)2 1_60

Fiir die unitire Transformationsmatrix U ergibt
sich dann etwa:
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Vo1 +

U= 2 ( ,
V200 \ — Vg — 8y emivt

Vi —85 eiet )
Vo1 + 0
(2.20)
mit 0y, = V02 +02=yh VH?>+H?/2kT ; weiter
wird
© _ exp(—H/kT) 1 <1+6m 0

2 L. ) (2.21)
Sp exp(— H/kT) 2 0 1—90y

wobei also
H-UHO +HO) U+ = —yh VHE+H?2 I,

ist. Diese Transformation entspricht aber gerade
dem Ubergang auf ein Koordinatensystem S , des-
sen z-Achse dauernd in Richtung des Gesamtmagnet-
feldes vom Betrag VH,?+ H,> (nicht des effektiven
Magnetfeldes in einem um die urspriingliche z-Achse
rotierenden Koordinatensystem! — vgl. unten) zeigt.

Abb. 1. Zur Transformation auf ein rotierendes Koordinaten-
system.

Denn dieser Ubergang wire nach (2.6) mittels
U =U, U, auszufiihren, wobei

U,=e"i*t: (Drehung ,mit* dem

rotierenden Vektor £),), (2.22)
U,=ei‘ly  (Kippung um
{=arctg[H,/H,])
ist. Fiir /=1 (fiir />  vgl. 22) wird
(p—biot 0 ) ( cos (£/2) sin (£/2)
U= o etiot) Va=_siniep) cos<:/2>)
und
COR :ﬁef;imt sin Feéiwt
U =0 = g g 4
— sin ;e‘é“"‘ cos 2——e"—"‘“'

(2.23)

Durch Multiplikation der 1. Zeile mit e**“? und der
2. Zeile mit e~ *i»? geht U’ in obiges U iiber, wie

22 F. Brocu u. I. 1. Rasi, Rev. Mod. Phys. 17, 237 [1945].
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man leicht nachpriift. — Schlieflich wird (2.17) zu
J0 0
ot

C

LR+ el - O (229)

mit V= Uy,
St

Um vollkommene Analogie von (2.24) mit (2.17)
herzustellen, hatte man rloch einen ,effektiven®
Hamirron-Operator H,=H — (k/i) V einzufiihren
(dieser wire aber nicht mehr diagonal). RepFieLD 7
stellt in seiner Theorie, die u. a. nur fiir nicht zu
kleine und nicht zu grofle H;-Felder Giiltigkeit hat,
das Postulat auf, daB im stationdren Zustand bei
Einstrahlung des H;-Feldes die Dichtematrix des
Spinsystems durch exp[ —He,/kT] bestimmt wird,
wobei Her= —yh J* Her (+ Spin — Spin-Anteile)
der (nichtdiagonale) effektive Hamrrron-Operator
in einem um die urspriingliche z-Achse rotierenden
Koordinatensystem und §., dabei das effektive
Magnetfeld (H,=H,, H,=0, H,=H,—w/y) in
diesem System ist. Dies kann nicht einwandfrei be-
griindet werden und ist in verschiedener Hinsicht
nicht streng giiltig, u. a. ergibt sich damit die Ab-
sorption zu Null; ferner leidet dieser Versuch, Phy-
sik bzw. Statistik im rotierenden Koordinatensystem
zu treiben, an der Inkonsequenz, dal} die Relaxation
nicht als durch . bestimmt angesehen werden
kann, sondern — wie es der Wirklichkeit ent-
spricht — durch 3+ 9, (oder §, fir H; < H,).

Im Gegensatz zu ReprieLp transformieren wir
aber nur aus zwei formalen Griinden auf unser
r~otierendes S}:stem >, deshalb ist bei uns auch
H und nicht H, der maBgebende Hamirton-Opera-
tor ini , und die Relaxation geht richtig in bezug
auf Hy=VH?+ H,? vonstatten. Erstens wollen wir
die nicht-diagonale Form von (2.16) begriinden.
Statt aber konsequent im System ' zu rechnen,
kénnen wir fiir 7y =7, im Laborsystem bleiben, da
sich auf beiden Wegen dieselben Resultate ergeben.
Zweitens ist der Fall 7, + T, nur im System > zu
behandeln (s. unten). Da unsere Resultate mit ex-
perimentellen (und zum Teil auf andere Weise theo-
retisch erhaltenen) Ergebnissen iibereinstimmen 4 56,
sehen wir unser Vorgehen als gerechtfertigt an.

Zur Begriindung des Relaxationsterms (2.16)
bemerken wir noch folgendes. Ein zeitlich expo-
nentieller Verlauf der Relaxationsvorginge gemaf}
(2.13) ist dann gegeben, wenn sich (fir H, < H,)
die Besetzungszahlen der einzelnen Energieniveaus
—yhHym so édndern, dal in jedem Zeitpunkt
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(einschl. ¢=0) eine BoLrzmaNN-Verteilung mit einer
Spintemperatur Tg besteht. Im Kernresonanzfall ist
(fiir unser einfaches Kernspin-System und H; < H,))
im stationdren Zustand eine Borrzmann-Verteilung
mit Ts>T vorhanden®. Die Besetzungszahlen sind
aber gerade den Diagonalelementen der Dichte-
matrix proportional. Man zeigt durch Rechnen mit
Ubergangswahrscheinlichkeiten leicht, daB fiir den
Vorgang (2.12) z. B. die Unterschiede ON; der Be-
setzungszahlen der einzelnen Niveaus gegeniiber den
Gleichgewichtswerten der gleichen Differentialglei-
chung G (ON;)/dt= —ON;/T, gehorchen, wie die
von uns unten verwendete Differenz-Dichtematrix
A=0-¢o-

Die Herleitung der Bewegungsgleichung (2.17)
ist fiir elektronenparamagnetische Gase unter der
Annahme starker und adiabatischer Stofle?® als
Relaxationsmechanismus direkt moglich und bereits
von Karprus und Scuwincer? durchgefithrt wor-
den; dabei ist v die ,mittlere“ Zeit zwischen zwei
StoBen. Diese Herleitung ist u. E. auch fir den Fall
der Kernresonanz in Gasen zu vertreten. Schwieriger
liegen die Verhiltnisse bei Fliissigkeiten; hier kann
man vielleicht annehmen, daf} nicht nach jedem ein-
zelnen der ,starken® StoBe im Mittel Borrzmans-
Verteilung besteht, sondern jeweils erst nach einer
Anzahl von Stofen. Bei Festkorpern ist mit ent-
sprechenden Vorstellungen wohl kaum etwas anzu-
fangen. Demgemal} beschrénkt sich die Giltigkeit
unserer Rechnungen vor allem auf (einfache) Gase
(und zwar fiir Kernresonanz wie auch fiir elektro-
nenparamagnetische Resonanz) sowie Flissigkeiten

G.VOJTA

(denen auch paramagnetische Ionen zugefiigt sein
konnen).

Wie erwihnt, ist die Gleichgewichts-Dichtematrix
09(t) nach (2.16) keine strenge Losung der Liou-
viLLE-Gleichung (2.3). Unter der Annahme der
»Adiabasie“ der Stoflprozesse stellt sie aber eine
angendherte Losung dar:

J0/3t=0, o <1/T*,

dabei ist unter T* fiir Gase die Dauer eines Stof3-
prozesses (eigentlich die Dauer eines elementaren
,»Umklapp-Prozesses® fiir einen Spin) zu verstehen,
fiir Flissigkeiten etwa die Korrelationszeit. Be-
ziiglich der Stoldauer bei Gasen ist man auf klas-
sische (oder halbklassische) Abschdtzungen angewie-
sen. Mit R = Molekiilradius und v = Molekiilge-
schwindigkeit wird gréBenordnungsmiBig T* = R/v.
Fir R=10"8%cm und v=500m/sec erhilt man
1/T* =510 sec™!, wihrend z. B. fiir Kernreso-
nanz mit Protonen bei einem Magnetfeld H,=10* G
die Larmor-Frequenz wy=2,8 + 108 sec™! wird.

Aus der Dichtematrix-Gleichung (2.17) lassen
sich unmittelbar modifizierte Brocusche Gleichungen
fiir den Erwartungswert J% des Kern-Magnetisie-
rungsvektors Yt mit den Komponenten M,, M, .M,
ableiten. Dazu hat man nur beiderseits mit Ny h
zu multiplizieren und die Spur zu bilden. Es ent-
steht dann mit M, =N yk Sp I, 0 usw.

BT ) e N

T

wenn

(2.25)

wobei sich das erste Glied rechts z.B. fiir die -
Komponente folgendermalien ergibt:

_ ;N;'h'Sp[II(H,Q)] =—iNy{Spo(I;H) —Spo(HL,)}
= iN;r?h{Il(S'Sb)—(7%'755)“1;}=7(9ﬁ><®)z-

Wir arbeiten aber weiterhin mit der Dichtematrix-
Gleichung, da sie allgemeiner ist als die Brocuschen
Gleichungen.

Abschliefend sei noch der Fall ungleicher Relaxa-
tionszeiten T;,T, betrachtet. Wir nehmen zuerst
H,<H, an, so daf} die longitudinale Relaxation
in bezug auf das HFeld stattfindet, die transver-
sale senkrecht dazu in der zy-Ebene. Wegen der
Gestalt der Operatoren I,,1,,1, in der gewihlten
Darstellung wird aber die erstere nur durch die

23 J. H. va~ Vieck u. V. F. Weisskorr, Rev. Mod. Phys. 17,
227 [1945].

Diagonalelemente der Dichtematrix bestimmt, die
letztere nur durch Nichtdiagonalelemente. Um jetat
also die richtige Bewegungsgleichung zu erhalten,
hat man einfach im Relaxationsglied fiir die Dia-
gonalelemente der Dichtematrix T statt v und fiir
die Nichtdiagonalelemente T’y statt 7 zu schreiben,
und folgerichtig ist dann

oo=exp[ —HO/kT] [Spexp[ —HO/kT]

zu setzen. Schwieriger liegen die Verhaltnisse, wenn
H, < H, nicht mehr gilt und folglich die longitudi-

nale Relaxation wie erwdhnt in bezug auf das Ge-
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samt-Magnetfeld vor sich geht, die transversale
Relaxation in einer Ebene senkrecht zu ihm. Hier
hilft die Transformation auf ein rotierendes bzw.
schwingendes Koordinatensystem, dessen z-Achse in
jedem Zeitpunkt mit der Richtung des Gesamt-
Magnetfeldes zusammenfillt, s. oben. Dann sind in
diesem System die eben durchgefiihrten Uberlegun-
gen wieder giiltig*.

3. Losung der Bewegungsgleichung fiir gleiche
Relaxationszeiten T, 7T,

Wir suchen die stationdre Losung der Gl. (2.17).
Zur Rechenerleichterung fithren wir die Matrix 4

289
ein mit .
A(t) =o(t) —00(2) . (3.1)
Gl. (2.17) wird mit
[HO + HO (1), 0(6)] =0 zu
240 = —LHO +HO ), (5] 40 20l
(3.2)

Der Einfachheit halber rechnen wir wieder mit
I = % und nehmen zuerst den Fall zirkular polarisier-
ten H,-Feldes: H,=H,coswt, Hy=—H;sinwt.
Dann ist 0y(¢) durch (2.19) gegeben. Aus (3.2)
entsteht mit wy =y H, fiir die 4 Elemente von 4:

3 . 1 L - i 1 i
(‘ST —1Wo+ 7)412: D) iyHye' ! (dyy—4yy) ) iwdyelet,

Z 1 ; —i 0 —i
(;aat-- +iwy+ 7>AQI= - é, tyH e 19t (dgg — Ayy) + —; twoye o,

(3.3)

(2 +24) A= JirHie dy—eivtay).

R

Es ist dyy= —4,;, weil SpA4=0 wegen Sp gy=1
und Sp o=1, ferner ist 4y =4,,".

Fiir die gesuchte stationdre Losung machen wir,
de 4,4, 455 nur in M, und 4,5, 4, nur in M,, M,
eingehen, den Ansatz

_ _ ot _ -
A3 =Ry, Ap=Pye'®t, Ay =Qp e

(Qay=Py5"). (3.4)
Nach kurzer Rechnung ergibt sich
R.—___  todyHe
U (@) B2 7 (3.5)
_ 1. 1+i(wy—w)z
Fig= 2 By 1+ (wy—w)2 2 +y2 H2e?

Damit ist 4(¢) und o(z) ermittelt.
Wir berechnen M, und M,. Nach (2.8) ist

M,=N y#Sp{(0o+4) I}, wobei

* Nach der obigen Diskussion unseres Ansatzes ist nicht von
vornherein zu iibersehen, inwieweit mit ihm Spinsysteme
(Fliissigkeiten) mit Ty # T, behandelt werden konnen.
Das Relaxationsglied ist gerechtfertigt, wenn man unter
T* immer eine ,,Umklapp-Dauer® fiir einen Spin verste-

Nyh Sp(ogl;) =yoHicoswt, (3.6a)

sin w t+ (wy—w) Tcosw t
NyhSp(4dl,) =yowt Hy iE (wo_w;z ey el

(3.6b)
Mit (2.9) erhalt man
A _ (wy—w) 7
A R LA vy pros P ey e (3.7a)
” 1
L = XoWT T Py Pl (3.7b)
Weiter ist ~ M,=Ny#% Sp(0,+4) I,
mit M, =y, H, also
E=Mz(0) _ fowy H?7? (3.8)

1+ (wp—w)? ,2_*_},2"[112 N

Es folgt der Fall linear polarisierten H;-Feldes:
H,=2H, coswt. Man hat jetzt

1{ 1+6,
et
b 2 (261coswt

20 coswt

3.9
1-4, ) ()

hen darf; das bedeutet aber zweifellos eine Vergroberung
des Sachverhalts. Vorbehaltlich einer genaueren Begriin-
dung sollen die betreffenden Rechnungen trotzdem durch-
gefiihrt werden.
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und damit entstehen folgende Gleichungen:

G.VOJTA

(aat —iw+ i)Jm:inlcoswz(Aﬁ_Au) +wdsinwt,

(S +iwg+ 1)J21= —iy H,
ct T

(

hierbei ist wieder 4y, =4;,* und Ayy = — Ay; . Wir
losen sie mittels des Ansatzes

/-1_1(1' = P;w eiw! + Q.m- e_i‘°’,
*
Q‘uv == Pv,u .

3 1), 2
at-rT>J11:‘?'H1C0

Axw = R!‘-H 3

(pe+v)

(3.11)

=1, 23

Das bedeutet wiederum, dal wir M, zeitlich kon-
stant annehmen. Wihrend diese Annahme bei zirku-

cosw t(Ayy—Ayy) +@ Oy sinwt,

(3.10)

swit(dy —445) ;

lar polarisiertem H,-Feld streng richtig ist, wird sie
es bei linear polarisiertem H;-Feld nicht sein. Die
Gln. (3.10) sind mit dem Ansatz (3.11) auch nicht
»in sich® losbar, wir vernachldssigen aber einfach
die beim Einsetzen von (3.11) in (3.10) auftreten-
den Terme mit 2 w. Das Zeitmittel von M. iiber
eine Periode wird konstant sein, und mit diesem
rechnen wir. Damit ergeben sich die Beziehungen

I
Ry = 5 iy Hy1(Pyy+ Qs — P13 — Q1) »
P —— __l (i;'H1R11+1i(061),
° (/) —i(wy—w) 2 (3.12)
1 " L 5
Py — H Ry — a)
1= =i (P H Ry 0 d).
Q2= Pot*, Qo1 =P"
und daraus
1 i | 1
" - 1 (S —_ RS, e
R — 2 w(Sl/Hlt {l—i—(wo—w)z‘ﬂ 1+(wo+w)212]
1= - ~ 3
1 1
2 2 22 T —
1+9*H27 1F (wg—w)t 2t 1+((00+(0)2.(2]
14 — 272{1,i12
P 1 -0 8. g Ltilw—w) T 1+ (wo+w)* 72
e e A PP e R T 1 1 s %13
o 02 242 - i, 5
ch { 1+ (wg—w)2 12 1+(w0+w)213} ( )
j e 2}’2 [.!‘2 12,,
P oL l—i(wyt+w) 7 1+ (wy—w)2 72
o= — —LlWO; T ——0T : e ,
2 1+ (wp+w)? 72 1492 H 2,2[ 1 1 J
= 14+ (we+w)2 1> 14 (wy—w)? 7*
Ryp= —Ry15 Qu2=Po™;s Q=Pp"

Damit ist A(¢) und o(¢) fiir diesen allgemeineren Fall bekannt. B
Als Anwendung berechnen wir wieder M, und M. ; ferner interessiert uns jetzt noch M, fiir den Fall,
daB im Experiment eine Brocusche Zweispulenanordnung verwendet wird. Es ist fiir M, :

Nyh-Sp(ogl,) =xy"2H coswt,

Nyh-Sp(Al,) =gyt H, g

[ 1+

N 1+ (wp—w)e

1+;;2 H12 72 1

"72},2 H12 .(2 B
1+ (wp+w)* 7

1+ (wp—w)2 12 | 1+ (we+w)%72

[sinwt+ (wyg—w) Tcosw t] +

(3.14 a)

1
(3.14b)

2}{2 sz .[2
1+ (=) e

i sinwt— (wg+w) Tcoswt] ! .
1+ (wo+ o) 2 [ (@4 @) ]1
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In dieser Schreibweise sieht man besonders deutlich, dafl beim Vernachlidssigen der Glieder mit dem Nenner
1+ (wo+w)%7® (3.14b) in (3.6b) iibergeht, ferner, daf} fiir > H,% 7> — 0 mittels (2.9a) z.B. der be-
kannte Ausdruck fiir 3"

R e e AT Eldal
entsteht. Weiter ergibt sich fir M, :
Nyh-Sp(eyl,) =0, (3.15a)
Nyh-Sp(4l,)) = gowtH, - S ,1,17,, —
Lo ’2[14-(010—@52?—" L3 (w.,i&}i?z?] (3.15b)
! Lar 1+2(§(;[:|1;12)§22V12 . ljf—gig 21(2;;22 2 -
. P — [coswt— (wy—w) Tsinw 1] — 1"‘}'7(0)0-:(1))212 [cosw t+ (wy+w) Tsinwit] .

Die Glieder mit dem Nenner 1 + (wy+ w)?7? werden gerade durch die ,,gegenldufige“ der beiden rotieren-
den Komponenten, in welche man das linear polarisierte H;-Feld zerlegt denken kann, erzeugt. Vernach-
lassigt man sie, so erhélt man mittels (2.9b) wieder (3.7a), (3.7b). Mit dem vollstindigen Ausdruck
(3.15) und (2.9b) bekommt man aber andere Suszeptibilititen y’, " als mit (3.14b) [und (3.14a)]

und (2.9a), was auch anschaulich verstidndlich ist. Aus M, ergibt sich ndmlich

¥ =tt 10007 (0 —w?) 2= (1+272H2 ) ] .,

’7

Z =
— wobei

hingegen aus M,

4 < 1
2o W2 Wy T "

Fiir M, erhilt man schlieBlich

M,=M,® _4 3y w02y H2 1 ;L (8.1

Fiir zirkular polarisiertes H;-Feld unterscheiden
sich die von uns erhaltenen Suszeptibilitaten (3.7a),
(3.7b) von den Brocuschen Suszeptibilitaten — s. u.
(4.5a), (4.5b) — durch den Faktor w (statt w)
und durch das zusitzliche Glied %, in %" . Dadurch
geht fiir w—0 7 '— 7z, und z”— 0, ferner geht
M,— M,©. Fir wy=y Hy— 0 hat man

A= 20(L+72H22?) [(1+w?® +y2 H 1)

und 2= powt/(1+ w2 +92 H2?)

und erhélt daraus fiir 2 H;>7>— 0 die DesyEschen
Formeln fiir Dispersion und Absorption.

Fiir y? H;2 7> — 0 sind auch die Kronic-KraMERs-
schen Formeln erfiillt; wie man leicht nachrechnet,

ergibt sich z. B. ¥'(w) gemiB (3.7a) einschlieBlich

2 .4 2 ].
too T [1+ (05 +@?) 2 +272 H2 et ]

X =t0t200? [(0@—0®) ?+ (1+22H2?)] -,

(3.16a)

(3.16b)

n=14+2(we>+w?) >+ (02— w22t + 22 H27?[1 + (0 + 0?) 2] —

1
(3.17a)

des Gliedes y, mittels (1.1) aus 3" (w) nach (3.7b).
Entsprechendes gilt fiir die Suszeptibilitdten fiir
linear polarisiertes H;-Feld. Man erhalt z. B. fir
wo—>0und > H27>— 0 aus (3.16a) und (3.16b)
ebenfalls die DeByEschen Suszeptibilitdten

ZowT
14w’

und y7=

hingegen wird in diesem Falle M, und " sowie 3"
nach (3.17a), (3.17b) zu Null, was auch zu for-
dern ist. Mittels der Kronic-Kramers-Relationen er-
hélt man fiir y> H;27>— 0 z. B. aus (3.14c) wie-
der die richtige Dispersion

’ 1
£ (@) =tt+ 5 ZaoT

(wy—w) T

14 (wy—w)2 72

_(opto)s
1+ (0 +w)* 72

zuriick.
Das Maximum von %", d. h. maximale Absorp-
tion, ergibt sich fiir zirkular polarisiertes H,-Feld
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nach (3.7b) bei fester Amplitude H; und fester

Frequenz w0=yH0 fir die Resonanzfrequenz

wr(‘b —wO V 1

(fur a)o‘-’ 12 >1 +y2 Hz27%),

1+"2 H r et 1 1+y*H?e?

2 W, 72

=L

dagegen bei festgehaltener Frequenz o und ,,Durch-
ziechen“ des H-Feldes (das entspricht oft dem
Vorgehen im Experiment) fiir den Resonanzwert
Hyos=/y. Das Minimum von M, liegt nach
(3.8) im ersten Falle bei der gleichen Resonanz-
frequenz w;es, im zweiten Falle bei einem etwas
kleineren Wert als Hes (die Berechnung fiihrt auf
eine Gleichung 4. Grades). Bei konstanter Fre-
quenz o ist das Maximum von |v | gegeben durch

|9 |z = 20 @ % .

max — A0 1 +y2He2 2
Die Funktion I v lmax (H,) erreicht dann fiir eine
optimale HF-Amplitude Hj,pt m1t yPH?2 w12 =1
ihren hochsten Wert |v [max max =¥ %o (®/7), s. Abb. 2.

Die Dispersionskurve u=u(w,) hat ihre Extrem-
werte fiir w =const, H; = const bei

b
U)Oextrz()‘)i}' V1 +2 Hy#e?

2
Umax 7
1V max max / .

15
IV ax
Wlmax max

7 /
ul
/ wiL I
95 /
0 gos  or  0f5Gaussd2

Hy ——

Abb. 2. Zum Sittigungsverhalten des [ ispersionssignals u
und des Absorptionssignals v bei zirkular polarisiertem
HF-Magnetfeld. Aufgetragen ist u#max/|?|max max und
| v |max/| v |max max fiir zwei Fille. Fiir das Beispiel wurden
Protonen gewidhlt: y=2,675-10* G~ sec™1, 7,=3,26-10—1°
bei T=293° K. Im Falle I ist =108 sec—!, =102 sec,
im Falle IT w=10% sec™!, 7=10"3 sec. Im allgemeinen ist
das Verhalten gemdll Fall I vorhanden, das Glied y,-H; im
Ausdruck fiir u spielt dann keine Rolle. Fall II ist etwa bei
Untersuchungen wie denen von G. BENE, R. Extermany u. a.
(Helv. Phys. Acta 28, 626 [1955]) verwirklicht (also bei
schwachen H-Feldern).
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sie haben die Grofle
H,

xH T *’/0‘07«' —
V1+y*He e

Uextr =
Fir H;— o nidhert sich das zweite Glied dem
Grenzwert % yo(w/y), s.Abb.2. Mit wachsender
Amplitude H; des HF-Magnetfeldes wird also das
Dispersionssignal wegen des Gliedes y,H; stidndig
anwachsen. Betreffs einer ausfiihrlichen Diskussion
der Kurven 7' (w) und x”(w) vgl. Wancsness .
In der Abb.3 ist die Form der Kernsignale
in Abhéngigkeit von w fiir verschiedene H,-Werte
angegeben, und zwar fiir ein zirkular polarisiertes

80
‘1077

60
Gauss,
40

u 20
XoHs
0

I
T o]

0% 2 5 103 2 5 10* 2sec’5 w0°

1)\
= S AN

"
0% 2 5 0 2 5 10* 2sec’5 10°

wa ——

Abb. 3. Zum Ubergang von reinem Relaxationsverhalten zum
Resonanzverhalten bei zirkular polarisiertem HF-Magnetfeld.
Beispiel: Protonen (vgl. Abb.2) bei H;=0,040 G.

It wy=yHy=0, II: wy=10%sec™!, III: w,=10%sec™1!
Man beachte die Lage der Absorptionsmaxima.

HF-Magnetfeld bei konstanter Amplitude H,. Zu-
grunde gelegt wurden die Gln. (3.7 a) und (3.7b)
(mit wy=7y H,), durch welche also das gesamte Ver-
halten des Spinsystems vom reinen Relaxationsfall
(Hy=0) bis zum Resonanzverhalten beherrscht
wird. — Fiir linear polarisiertes H;-Feld findet man
Kurven fiir 7" und 7" in Abhingigkeit von w, und fiir
verschiedene H;-Werte bei Garstens und Kapran®,
deren klassisch errechneten Ergebnisse mit unseren
iibereinstimmen.

4. Der Fall T, + T,

Unserem in Kap. 2 entwickelten Programm gemal}
rechnen wir zuerst mit /; < H; und miissen jetzt
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die Gl. (2.17) losen, schreiben aber fiir g, ()
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und ersetzen fiir die Diagonalelemente der Dichte-

exp(— HO[kT) 1+6, 0 matrix 7 durch 7 und fiir die nichtdiagonalen Ele-
Q0= Spexp(—HO/kT) = 2( 0 1-9 ) (4-1) " mente 7 durch T, . Der Einfachheit halber rechnen
0 wir mit zirkular polarisiertem H,-Feld. Es ergeben
= —  sich folgende Gleichungen:
3 . 1 1. i
(5; —lWy+ 'T;')Q12= 5 iyHye'! (02— 011) »
3 : 1 1. —iw
(gj‘f‘lwo'{" T)>921=—’2’l7H16 Hos2— 011)
" : 5 (4.2)
1 j I m - 1
<_87+T_,)011= 2'U’H1(e' ‘0 —e t912)+3%11,
..a,,_'_A,l, o ,1 > iwt Y __5797
(az'T,>922_ g {7 Hi (e o — e 0re) + 2T;
Ihre Losung erfolgt wieder mittels eines Ansatzes:
011=T11, O=Tsss C12=P12€®", 0o1=go e ", (4.3)
Man erhilt schlieBlich
U Nk - _ H _sinwt+ (wy—w) Tycos wit
My;=Nyh-Sp(ol;) =yywo T2 H, 1+ (wo—w)2 TP+ H2 T, Ts ° (4.4)
P = T, _toy—w) Ty
also L =Nwels L (or—w) TRt P HET, T, (4.5a)
o ] ]7 - -
Z=to T 1+ (wo— )2 T2+ H2 T, Ty (4.5b)

Das sind erwartungsgemall gerade die Brocuschen
Suszeptibilitdten. — Man kann eine entsprechende
Rechnung auch fiir ein linear polarisiertes Hy-Feld
durchfiihren; wir vermerken hier nur, daf z. B.
in M, gegeniiber der Formel (3.17) das Glied
Z20-2H,coswt wegfillt und der ,Sattigungspara-
meter” s =y2 H,27® durch y> H2T T, sowie ,,vorn“
o durch w, zu ersetzen ist — es treten also die
gleichen Unterschiede gegeniiber Irither auf, wie
beim zirkular polarisierten H;-Feld.

Wir lassen nunmehr die Beschrinkung H, < H,
fallen und schreiben dazu die Gl. (3.2) fiir 4 in das

rotierende Koordmatensystem Z um. Aus (2.24)
folgt mit 4=p — g,

Y]
At
und daraus mittels V' = —aa[t]— U™ und (2.20) und

= — LA+ A+ o) -2 (46)

mit w, =y VH?+ H? sowie 1=T, oder T,

. 1 w w
(%—lw2+72>£112 i {20801~ 80) Ay +8, €1 (Jyy—Ay) } — L iwdielot,  (4.7a)
die dazu konjugiert komplexe Gleichung fiir 4721—4512* ,
(—t—+ )A~ —iw— {e“"’A (—eiot 4.} (4.75)
[~
und schlieBlich Ay, = — A, .
Auf dieselbe Weise wie friiher erhdlt man daraus
Aiy= Wt Ty T, 6,70y
1+ (Wz— 8o/041) 2 To2+w? Ty Ty 0,280 ‘
A . 5 T 14i(wz—w 8y/dp;) Ts it (4.8)

2 14 (wz—

@ 0/001)* To2+ @ Ty Ts 6,3/80* ¢
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Damit ist Zl(t) und ~Q(t) bekannt. Mittels 4 — U~ AU wird nun noch in die Ausgangsdarstellung zuriick-

transformiert, und man erhalt

1 >
¥, S [—‘)—wélyH1T22+ Yoo
dyp= —

B
&

wobei der Nenner n gegeben ist durch

n=1+ (wy—w)2T2+y2H3T, To+Ty(T,-T,) <w2

1 iw61T2[1+i(o)0—w) T,+io

Wir haben damit auch 4(z) und ¢(¢) und kénnen als Anwendung wieder M, berechnen:

M_£=10H1coscut+zoa)T2H1%{sina)t+ [(wo—w) T, —w

Mit (2.9a) werden also jetzt die HF-Suszeptibilitaten

’ 1
2 =Zo+lowT2n[((’)o—w)n_w* He

.’

1
X = Zoa)Tzn'

SchlieBlich wird noch

1 5 9 2
M, =M — 10[w7H12T2-+w2H il

Fir Ty =T, erhdlt man iiberall die entsprechenden
Formeln von Kap. 3 zuriick, ebenso fiir H;—0.
Damit gelten auch die Kronic-Kramers-Relationen
fir H{— 0, ferner ergeben sich fir H;— 0 und
wyg=y Hy— 0 die Desyeschen Formeln fiir * und

Fir ein linear polarisiertes H;-Feld fiihrt eine
entsprechende Rechnung wie oben, d.h. Ubergang
zu einem mit der Kreisfrequenz o um die y-Achse
schwingenden Koordinatensystem, nicht zum Ziel,

* Uber die vorliegende Arbeit trug der Verfasser zum 21.
Deutschen Physikertag in Miinchen (Sept. 1956) vor 2%,
iiber Teile daraus sowie iiber einige experimentelle Unter-
suchungen bereits zur Physikertagung in Leipzig (April
1956) 5.

24 G. Vosra, Phys. Verh. 7, 168 [1956].

25 G. Voisra, Exp. Techn. Phys. 4, 168 [1956].

Anm. b. d. Korr.: R.K. Wancs§ess diskutiert in einer
neuen Veroffentlichung (Phys. Rev. 104, 857 [1956]) die-

Hp2 1
0 H02+H12 TQ(TI_TQ)] n° (4 9)
H? _ 1 e '

saige Ta=Ta) | 4 et

He oo
i~ ) (4.10)

H‘l
HoziHF (Tl—Tz)]coswt}. (4.11)
1‘2

it (11— Tg)] : (4.12a)
(4.12b)
v iaga Tei~Ta) } (4.13)

da die Zeitabhingigkeit der Transformationsmatrix
U zu verwickelt wird. Fiir diesen Fall kann man
daher nur (4.9), (4.10) als eine Ndherungslosung
ansehen, diese wird aus der strengen Losung wieder
durch Vernachlassigen aller Glieder mit (w,+ )
hervorgehen.

Der Verf. mochte Herrn Prof. Dr. Loscuk, Leipzig, fiir
die Stellung des Themas und Herrn Prof. Dr. Kocker,
an dessen Institut die Arbeit * entstand, fiir Ratschldge
herzlich danken.

jenigen Formen von verallgemeinerten Brocmschen Glei-
chungen, die auf Grund des Prinzips der minimalen En-
tropieerzeugung bei stationiren irreversiblen Prozessen
moglich sind. Unsere Dichtematrix-Gleichungen sind auch
von diesem Standpunkt aus korrekt. Fiir Ty % T, kann
ein Relaxationsverhalten nach Gl. (85) von Wancs~Ess
natiirlich auch mit dem hier gewidhlten Verfahren (Ab-
schnitt 3, aber 7=T, bzw. T,) in einfacher Weise beschrie-
ben werden.



